关于“小学数学教学中的数学化”的问答
王 永
1．数学化的内涵是什么？
数学化是弗赖登塔尔数学教育思想的核心。在弗赖登塔尔看来，数学化有横向数学化和纵向数学化之分。横向数学化是“把生活世界引向符号世界”，纵向数学化是“在符号世界里，符号的生成、重塑和被使用”。也可以这样理解：横向数学化的产物是生成生活与数学的联系，纵向数学化的产物是生成抽象的数学知识之间的联系。
2．如何处理好横向和纵向数学化的关系？
弗赖登塔尔原来并不接受横向与纵向数学化的划分，但最终他不仅接受了这种划分的思想，甚至到了极力推崇的地步。原因是如果用双重的二分法分别从横向数学化和纵向数学化进行分类，数学教育可以分成四种类型，且分别对应着的哲学观：①缺少横向数学化，也缺乏纵向数学化，是机械主义的教学；②横向数学化得到成长，但纵向数学化不足，是经验主义的教学；③横向数学化不足，但纵向数学化被培养起来，是结构主义的教学；④横向数学化与纵向数学化都得到成长，是现实主义的教学。当下我国基础教育数学课程改革倡导现实主义的教学，横向数学化与纵向数学化要结伴而行，均衡发展。数学课要上出数学味。选择横向的和纵向的数学化两个标准，来设计和分析数学教学，会帮助教师更好地理解自己教学设计的明确的或含蓄的意图，防止数学教学偏离现实主义的正确道路。
3．数学化更注重生活数学化，还是课程内容数学化，或者其他？
数学的根源在于普通的常识，在于学生已有的生活经验。数学教学要通过数学活动让学生亲身经历对现实进行数学化的过程，使数学变成他们自己“再创造”的产物，而不是成人强加给他们的东西。所以，数学化是学生自己的活动，不是教师的活动；数学化的对象是学生熟悉的现实，不是成人的现实。教师的责任是创设适合进行数学化活动的具体的情境，并有效地指导他们参与到数学化的各个方面中去。
3．您在讲座中提到数学化的各个方面，如抽象化、图式化、形式化、语言描述等等。能否结合实例谈谈？
小学一年级学生怎样学习加法呢？首先，要向学生提供熟悉的现实情境：笑笑左手拿着2支铅笔，右手拿着3支铅笔，她一共有几支铅笔？其次，指导学生参与活动：①笑笑的一只手拿着几支铅笔，你就在本子上画几个小圆圈；②笑笑的另一只手拿着几支铅笔，你在本子上继续画上几个小圆圈；③数一数你的本子上一共画了几个小圆圈？④想一想：你所画的这些小圆圈表示什么意义？让每个学生都经历上述画图、数数与思考等数学活动，都体验并获得一个数学事实：2支铅笔与3支铅笔合起来一共有5支铅笔。在这个基础上，教师才把这个数学事实加以形式化，写出加法算式：2＋3＝5或3＋2＝5，并指导学生结合具体情境运用语言描述或解释算式中每一个数或运算符号的意义。进而让学生在新的情境中尝试应用加法算式，表示现实生活中大量存在的加法结构。
4．数学化是数学教学手段、目的？
课程标准强调的：“从学生已有的生活经验出发，让学生亲身经历将实际问题抽象成数学模型并进行解释与应用的过程”，也就是经历横向数学化的过程。我所理解的“数学化”，既是数学教学活动的目的，也是实现目的的手段。
5．数学化是否就是培养学生的数学建模思想？数学化和模式化有怎样的关系？
数学建模只是数学化的一个方面，它关注的是横向数学化，并不是数学化的全部。将实际问题抽象成数学模型，这个“模型”是不可缺少的一种中介，用它把复杂的现实理想化或简单化，从而更易于进行形式的数学处理。
数学活动的思维对象是客观世界的数量关系与空间形式，是客观存在的模式与秩序。这些思维对象是通过数学化活动不断被创造、被认识、被掌握的。在弗赖登塔尔的术语中，我没有看到他说过“模式化”。如果模式化是指不断发展的客观现实的组织化、图式化、结构化的过程，那么模式化就是数学化活动的一种产物——不断丰富的数学结构（数学事实或数学活动经验）；如果考虑到语言和符号，数学化还会导致数学形式上的发展，即不断进步的形式化、算法化、符号化。 
6．数学化与纯数学之间有什么联系与区别？
所谓纯数学，如果是指脱离了现实背景的抽象的形式化的数学理论与方法，它就是纵向数学化所要生成的东西。对数学模型进行形式的数学处理，就是一种纵向数学化的过程。
7．发展学生的思维与数学化是否是同一回事？
王：发展学生的数学思考能力无疑是数学课程的基本目标之一。发展数学思维能力包括抽象思维、形象思维、统计观念、合情推理能力和初步的演绎推理能力等。发展学生的思维与数学化虽然不是同一回事，但可以肯定，学生亲身经历数学化的活动也是发展学生思维的过程和动力。
8．请您结合具体情境谈谈数学化过程是怎样促进学生思维发展的。
布鲁纳关于儿童智力发展的研究表明，儿童的认知发展需要经历三个发展阶段：动作认知、图形认知和符号认知。这三个发展阶段对应着儿童思维发展的三种水平：操作水平、表象水平和分析水平。
新世纪版一年级上册第72页的情境：在两个箱子里分别装着9瓶和5瓶牛奶，一共有几瓶牛奶。这个问题可以抽象成一个简单的数学问题：9和5合起来是多少？从实际问题剥离出简单的数学问题，就是思考、寻找具体问题情境中的抽象结构，建立数学模型的过程，是横向数学化。接着，列出算式“9＋5”，探索：9＋5应该怎么计算？这是纵向的数学化活动，是创造算法化的过程。算法化意味着把算法的证明留给学生自己，而不是教师把证明好的现成的简捷的算法教给他们。因此算法化就涉及到一个动态发展的图式化的过程。处在动作认知水平的学生，可能会先数出9根小棒和5根小棒，然后合在一起数，得出14根，他们利用实物的图式，还摆脱不了数数的具体操作；处在图形认知水平的学生，可能会先画出两堆小圆圈，一堆9个一堆5个，然后从5个一堆的圆圈中划出1个小圆圈并到另一堆，变成10个一堆和4个一堆，得出14，他们利用图形的图式，已经摆脱了动作，可以借助表象进行思维了；处在符号认知水平的学生，可以进行抽象的思维：9＋1＝10，10＋4＝14。他们利用符号的图式，有良好的数感和符号感。将不同算法展示出来，利用差异的碰撞，促进学生个体反思，促使认知水平比较低的学生获得感悟：利用图形比小棒简便，利用符号又比图形简捷。
数学化的一个十分重要的方面就是反思自己的活动，从而改变看问题的角度，这是学生思维得以持续发展的内因。认知水平比较低的学生虽然不可能创造出超越自己认知水平的算法，但可以通过模仿他人来改变自己的思维方式，掌握更好的算法。维果茨基认为，学习的本质是基于模仿为基础的沟通过程；在学生最近发展区框架内，模仿并不是消极的，它同样具有建构的意义。
9．生活化是优化数学教学的有效途径，但有人强调数学教学不能长期停留在生活化的层次上，要让学生学会数学地思考。是不是说生活化和数学化是两个不同的层次？如何协调生活问题数学化与数学问题生活化的关系？
什么是数学知识？课程标准明确指出数学知识包括数学事实和数学活动的经验。数学事实具有客观性，是公共知识；而数学活动的经验是因人而异的，是主观的个人化的知识。值得我们追问的是，它们是怎样产生的？又是怎样发展的？它们是怎样被人类创造出来，又是怎样被后人掌握的？无论是数学事实还是数学活动经验都是将数学作为人类一种活动的成果。今天，我们学习数学不必重复人类创造数学的历程，但却可以通过数学化的活动去经历和体验数学知识是怎样从生活经验与常识中提炼和升华而来的；去经历和体验数学知识是怎样发展、丰富起来，并逐步得到系统化和合理化的；去经历和体验数学知识是怎样被广泛应用的。数学化的对象不是别的，就是学生的生活现实；数学化活动把数学知识发生、发展与应用的各个方面贯通起来；数学化本身已经把密切数学与现实生活的联系涵盖其中。
我想，了解数学化内涵的人不会赞成“数学知识生活化”。因为，纵向的数学化活动是在数学符号世界里进行的，它是通过解决数学知识内部的矛盾或问题来发展数学的过程。指导学生进行数学化活动有两个基本原则：一是在学生当前的现实中选择学习情境，使其适合于横向的数学化。这就是为什么新世纪（版）教材采用如“小熊购物”、“玩具”、“动物园”等情境性的课题名称的原因。二是为纵向的数学化提供手段和工具。纵向发数学化活动也要提供问题情境，只不过它是用数学自身的素材来创设情境的。
10．请您结合具体实例谈谈如何用“数学自身的素材来创设情境的”，进行纵向数学化。
如新世纪（版）小学数学三下《找规律》，就是从算一算三组算式开始的，计算后得到三组等式：
5×1＝5      3×2 ＝6     12×4＝48
5×10＝50    3×20＝60    12×40＝480
50×10＝500  30×20＝600  120×40＝4800
这些有序排列的三组等式构成了纵向数学化活动的一个起点。指导学生有序地观察这些等式，发现蕴含其中的形式规律，并尝试用语言描述自己所发现的规律。发现规律的目的，就是为了运用它更快捷地进行整十数与整十数的乘法运算。但为什么这么有用的规律教材又不明确地用文字表述出来呢？这里涉及到数学化的另一个重要的方面，即形式化。所谓形式化，是指对语言的整理、修正和转化的过程。形式化的过程也是要让学生用个性化的语言来描述发现的规律，开始的描述也许不准确、不完整、不简练，但通过合作交流与个体反思，可以达到澄清思、纠正错误、形成正确的语言描述的目的。
11．师大版教材每个课题都联系生活创设情境，联系实际提出问题。一个学期下来，学生会编、会背口诀，却不会运用口诀解决实际问题了。如“一根跳绳3元，24元能买几根”，列式时学生不知道是用乘法还是用除法解决问题。这是为什么？
由于对张老师实施教学的过程缺乏了解，所以很难能客观地分析产生上述现象的原因。不过从现象看，学生也许是没有真正弄清楚乘法与除法的意义或结构。新世纪（版）的小学数学，是把数与数的四则运算以及“倍”的关系作为思维对象来处理，而不是作为概念来教学的。许多心理学家和教育学家仍把认知发展看作概念的获得，但弗赖登塔尔不以为然。他说，通过概念获得的认识只是一种表面的认识。“不幸的是，教学概念看起来比纯粹的教学更加尊贵，教学概念好像是创造了可以对所学的是什么增加了更多理解的假象。”在他看来，我们得到对现实把握的有效途径，是通过结构化而不是概念的形成。他说，“对于大多数人的大多数情况来说，教与学的基本的最终目标是思维对象。我特别喜欢这个术语，因为它可以被外推出另一个术语，描述这些对象是如何地被掌握的，这另一个术语叫做思维操作”。通过大量的思维操作去体会和掌握乘法、除法运算的构成。从北师大版小学数学教材乘法与除法起始单元的名称“数一数与乘法”、“分一分与除法”就表明了这样的编写意图。
其次，可能在解决实际问题的教学中，学生也许没有真正经历和体会其中的数学化过程：
从“1根跳绳3元，24元能买几根”能提出一个简单的问题：从24中能分出几个3？或者24是3的几倍？这两个简单的数学问题都揭示了实际问题中蕴含的数学结构——除法结构，进而列出除法算式：24÷3，至此完成了横向数学化。利用口诀求商，得到数学问题的解8，这是纵向数学化。再回到实际问题的情境，解释和检验这个抽象的解8的实际意义，做出实际问题的答案。这个过程也反映了从具体到一般，再从一般到具体的人类认识真知的辩证的道路。
12．过分强调数学化时，会不会使得数学的学习难度系数加大？教学中该任何处理好平衡？
我以为当下小学数学教学中的数学化主要的问题不是过分了，而是不到位。弗赖登塔尔强调数学教学要指导学生参与到数学化的再创造的活动中去。他说，“既然一个聪明的年轻人能再创造出许多他自己的数学，那些不太聪明的孩子为什么就不能在别人——成年人或他们的同龄人的帮助和指导下也这么做呢？”他为自己的数学教育主张提出三点理由：首先，知识和能力，如果是通过自己的活动获得，就比别人强加的要掌握得更好，也更具有实用性。第二，发现是一件令人愉快的事，所以通过再创造进行学习的是有促动力的。第三，它促进了将数学作为一种人类的活动来体验的观念的形成。
数学教学需要向学生提供现实的、有数学意义的、富有挑战性的问题情境，向学生提供充分的主动进行观察、实验、猜测、验证、推理与交流等数学活动的机会，鼓励他们抓住机会去追求、去攀登、去钻研，从而达到他们力所能及的高度和深度。弗弗赖登塔尔说，“指导再创造意味着在创造的自由性和指导的约束性之间，以及在学生取得自己的乐趣和满足教师的要求之间达到一种微妙的平衡” 。这里，如何把握学习内容的难度是不能回避的问题；把握难度的标准只有一个：立足于学生的最近发展区进行教学，即必须在学生最近发展区的框架内创设问题情境，指导学生进行数学化活动。“走在发展的前面的教学”，才是有效的教学。
13．数学化是数学活动的应有之义，创设数学活动让学生经历数学化的过程，要注意什么？
我在前面谈到指导数学化活动的两个基本原则。此外，还要注意三个问题：第一，处理好课前预设与课堂生成的关系。这要求一个相互作用的教学系统，其相互作用不仅体现在一种班级与教师的关系上，并且甚至可能更多地体现在学生与学生之间的一种相互关系上。这种相互作用是课程资源不断动态生成的课堂机制，这种生成不仅包括学生的解法的再创造，也包括问题的再创造。这就要求教师应具有教育机智，能够随机地捕捉、把握、重组课堂信息，并发挥有效的“即兴操作”，促进教学深层地互动与发展。没有课堂的动态生成，也就没有学生的发展。第二，通过数学化获得的知识与技能，需要通过练习或训练达到巩固或熟练。但过早的训练，过多的训练，为训练而训练，也会威胁和危害学生创造性与洞察力的保持。因此，在创设让学生经历数学化的活动中，需要设计如何把把再创造与训练紧密地结合起来，也就是使学生经历数学化活动的每一步都包含着再创造与训练两个方面。第三，数学化容易被其结果湮没，即结果一旦被掌握，人们很可能就不理会它们的来源，记忆了学习过程。但学习过程有它们自身的价值，它们应被保留在记忆中，以保持创造性与洞察力。为此，需要让学生在他们的学习过程中进行反思，语言表达与师生交流能够加强建立反思的机会。
14．数学化应该是一个过程，这个过程主要包括哪些环节？
数学化的过程无疑具有多样性和丰富性，它没有固定不变的程式和套路，从上面所举的数学化的教学实例中，既有横向的数学化，也有纵向的数学化，还有横向与纵向交替的数学化。至于它主要包括哪些环节？我以为有答案还不如没有答案，因为这样可以避免把生动、丰富的数学化变成简单化模式化的机械操作。我以为重要的是理解数学化的内涵，理解数学化所蕴藏的一种教育精神。任何一种教学方式或方法，如果忽视了它背后的教育精神，最终它都会异化为驯兽式教育的工具。通过创造一个个数学化的教学案例，去解决我们在数学课程改革中遇到的问题和困惑，不断改进教学实践，是我们共同面临的研究课题。
